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Óñëîâèÿ, êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå

Çàäà÷à 8.1. Ðåøåòå óðàâíåíèåòî

4x2 + |9− 6x| = |10x− 15|+ 6(2x+ 1).

Îòãîâîð. x = 4, x = −1.
Ðåøåíèå. Ïúðâè ìåòîä. Ïðåîáðàçóâàìå åêâèâàëåíòíî:

4x2 − 6(2x+ 1) = 5|2x− 3| − 3|3− 2x|

2x2 − 6x− 3 = |2x− 3|.

Ïîíåæå |a| å âèíàãè a èëè (−a), òî ðåøåíèÿòà èçïúëíÿâàò 2x2 − 6x − 3 = 2x − 3 èëè
2x2 − 6x − 3 = 3 − 2x. Â ïúðâèÿ ñëó÷àé ñëåäâà 2x(x − 4) = 0, ò.å. x = 0 èëè x = 4, à âúâ
âòîðèÿ ñëó÷àé 2(x − 3)(x + 1) = 0, ò.å. x = 3 èëè x = −1. Îáà÷å x = 0 è x = 3 äàâàò â
íà÷àëíîòî óðàâíåíèå −3 = 3, êîåòî å íåâÿðíî, äîêàòî x = −1 è x = 4 íàèñòèíà ñà ðåøåíèÿ
(è äâåòå ñòðàíè ñà ðàâíè íà 5).

Âòîðè ìåòîä. Ïðåîáðàçóâàìå åêâèâàëåíòíî äî

4x2 − 12x− 6 = 2|2x− 3|.

Ïîëàãàìå u = |2x−3| ≥ 0; òîãàâà u2 = 4x2−12x+9 è óðàâíåíèåòî äîáèâà âèäà u2−15 = 2u,
êîåòî âîäè äî (u− 5)(u+ 3) = 0. Âòîðèÿò ìíîæèòåë å ïîëîæèòåëåí, òàêà ÷å òðÿáâà u = 5.
Ñúîòâåòíî 2x− 3 = 5 âîäè äî x = 4, à 2x− 3 = −5 âîäè äî x = −1.
Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 4 ò. çà íàìèðàíå íà 4, (−1) è îùå íàé-ìíîãî äâå äðóãè x, 2 ò. çà
îòõâúðëÿíå íà èçëèøíèòå ñòîéíîñòè.

Çàäà÷à 8.2. Äàäåí å ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC ñ ïðàâ úãúë ïðè âúðõà C è ëèöå S.

Íåêà S1 å ëèöåòî íà êðúãà ñ äèàìåòúð AB è k =
S1
S
.

à) Äà ñå íàìåðÿò îñòðèòå úãëè íà ABC, àêî k = 2π.

á) Äà ñå äîêàæå, ÷å íå ñúùåñòâóâà ABC, çà êîéòî k = 3.

Ðåøåíèå. Àêî AB = c è h å âèñî÷èíàòà êúì AB, òî S = ch
2 , S1 =

πc2

4 è k = π
2 ·

c
h . Íåêà m = c

2
å äúëæèíàòà íà ìåäèàíàòà êúì õèïîòåíóçàòà.
à) Ïðè k = 2π ñëåäâàò c = 4h è m = 2h. Îò ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê ñ õèïîòåíóçà m
è êàòåò h ñëåäâà, ÷å úãúëúò ìåæäó ìåäèàíàòà è õèïîòåíóçàòà å 30◦, ñëåäîâàòåëíî îñòðèòå
úãëè íà ABC ñà 15◦ è 75◦.
á) Îò ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê ñ õèïîòåíóçà m è êàòåò h èìàìå m ≥ h. Òàêà c

h ≥ 2 è
çíà÷è k ≥ π

2 · 2 = π > 3.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2 ò. çà à), îò êîèòî 1 ò. çà c = 4h è 1 ò. çà äîâúðøâàíå (íå ñå îòíåìàò
òî÷êè, àêî ñâîéñòâîòî íà ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê ñ úãúë 15◦ ñå öèòèðà êàòî èçâåñòåí
ôàêò); 4 ò. çà á), îò êîèòî: 1 ò. çà èçðàçÿâàíå íà k ÷ðåç c è h, 1 ò. çà âúâåæäàíåòî íà m, 1 ò.
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çà m ≥ h è 1 ò. çà äîâúðøâàíå; àëòåðíàòèâíî: 1 ò. çà èçðàçÿâàíå íà k ÷ðåç êàòåòèòå a è b
íà ABC, 1 ò. çà òâúðäåíèåòî a2+b2

ab ≥ 2 è 1 ò. çà äîêàçàòåëñòâî, 1 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 8.3. Ïî îêðúæíîñò ñà ðàçïîëîæåíè â òîçè ðåä òî÷êèòå A1, B1, A2, B2, . . . , A9, B9.
Âñÿêà îò îòñå÷êèòå AiBj (i, j = 1, 2, . . . , 9) òðÿáâà äà ñå îöâåòè â åäèí îò k äàäåíè öâÿòà,
òàêà ÷å íèêîè äâå åäíîöâåòíè îòñå÷êè íå ñå ïðåñè÷àò âúâ âúòðåøíà òî÷êà è çà âñÿêî i = 1,
. . . , 9 èìà öâÿò, çà êîéòî â òîçè öâÿò íÿìà îòñå÷êè ñ êðàé Ai, íèòî ñ êðàé Bi. Íàìåðåòå
íàé-ìàëêîòî âúçìîæíî k.

Îòãîâîð. 9

Ðåøåíèå. Îòñå÷êèòå A1B5, A2B6, A3B7, A4B8, A5B9, A6B1, A7B2, A8B3 è A9B4 ñå ïðåñè÷àò
âúâ âúòðåøíè òî÷êè, òàêà ÷å ñà íåîáõîäèìè ïîíå 9 öâÿòà. Òîëêîâà ñà è äîñòàòú÷íè: ìîæå â
öâÿò i äà ñà îòñå÷êàòà Ai+1Bi (íàâñÿêúäå ïðè i = 9 ïèøåì 1 âìåñòî i+1) è âñè÷êè îòñå÷êè
ñ êðàé Ai îñâåí AiBi−1 (ïðè i = 1 ïèøåì 9 âìåñòî i− 1). Ïî òîçè íà÷èí íèêîÿ îò îòñå÷êèòå
ñ êðàé Ai è/èëè Bi íå å â öâÿò i+ 1.

Çàáåëåæêà. Äàäåíàòà çàäà÷à å ôîðìàëèçàöèÿ íà ñëåäíàòà ïîñòàíîâêà: íà êðúñòîâèùå èç-
ëèçàò 9 äâóïîñî÷íè óëèöè ñ äÿñíî äâèæåíèå; âñÿêà óëèöà ñå ïðåñè÷à îò ïåøåõîäíà ïúòåêà
òî÷íî äî êðúñòîâèùåòî. Èìà ñâåòîôàðíà óðåäáà, îñèãóðÿâàùà çåëåí ñèãíàë çà ïðåìèíàâàíå
îò âñÿêà óëèöà ïî íàé-êðàòêèÿ ïúò êúì âñÿêà óëèöà, âêëþ÷èòåëíî îáðàòåí çàâîé êúì ñàìàòà
íåÿ, êàêòî è çà ïðåìèíàâàíå ïî âñÿêà ïåøåõîäíà ïúòåêà. Òàêò íàðè÷àìå ïåðèîä îò âðåìå,
çà êîéòî ìíîæåñòâî îò çåëåíè ñèãíàëè çà àâòîìîáèëè è/èëè ïåøåõîäöè íå ñå ïðîìåíÿ è
ìàðøðóòèòå èì íå ñå ïðåñè÷àò. Íàìåðåòå íàé-ìàëêèÿ âúçìîæåí áðîé òàêòîâå (âñÿêî ïëàò-
íî ìîæå äà áúäå ðàçäåëåíî íà äîñòàòú÷åí áðîé ëåíòè çà àâòîìîáèëèòå îòèâàùè/èäâàùè
êúì/îò ðàçëè÷íè óëèöè).

Çàáåëåæêà. Ïî ïîäîáåí íà÷èí (ñ ëåêà ìîäèôèêàöèÿ íà äîêàçàòåëñòâîòî íà îöåíêàòà ïðè
÷åòíî n) ìîæåì äà äîêàæåì, ÷å îòãîâîðúò â ãîðíàòà çàäà÷à â ñëó÷àÿ íà n óëèöè (n ≥ 3) å
n.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 3 ò. çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å ñà íåîáõîäèìè ïîíå 9 öâÿòà, 4 ò. çà ðàáîòåùà
ñõåìà ñ 9 öâÿòà.

Çàäà÷à 8.4. Äà ñå íàìåðè áðîÿ íà ðåäèöèòå îò 2022 åñòåñòâåíè ÷èñëà, òàêèâà ÷å âúâ âñÿêà
ðåäèöà:
• âñÿêî ÷èñëî ñëåä ïúðâîòî å ïî-ãîëÿìî èëè ðàâíî íà ïðåäõîäíîòî,
• ïîíå åäíî îò ÷èñëàòà å ðàâíî íà 2022 è
• ñóìàòà íà âñåêè 2020 îò ÷èñëàòà ñå äåëè íà âñÿêî îò îñòàíàëèòå äâå.

Îòãîâîð. 13

Ðåøåíèå. Íåêà ñóìàòà íà ÷èñëàòà å S è a, b è c ñà êîè äà å òðè îò òÿõ. ßâíî S − a − b
è S − a − c ñå äåëÿò íà a, îòêúäåòî a äåëè b − c. Ñåãà àêî èçáåðåì a äà å ÷èñëî ñ íàé-
ãîëÿìà ñòîéíîñò èçìåæäó âñè÷êè, íåðàâåíñòâîòî a ≤ |b− c| íÿìà êàê äà áúäå èçïúëíåíî è
òàêà ãîðíàòà äåëèìîñò äàâà íåïðåìåííî b = c. Ñëåäîâàòåëíî âñÿêà îò òúðñåíèòå 2022-îðêè
íåïðåìåííî èìà âèäà (n, n, . . . , n, a). Âå÷å èñêàíîòî å åêâèâàëåíòíî íà äåëèìîñòèòå a | 2020n
è n | 2019n + a, ò.å. n | a | 2020n � çíà÷è òúðñåíèòå ñà îò âèäà (n, n, . . . , n, kn) êúäåòî k å
äåëèòåë íà 2020 è ïîíå åäíî îò n è kn å ðàâíî íà 2022.
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Àêî n = 2022, òî ïîíåæå 2020 = 22 · 5 · 101 èìà (2+ 1) · (1+ 1) · (1+ 1) = 12 äåëèòåëÿ, èìàìå
12 âúçìîæíîñòè.
Àêî kn = 2022 è n 6= 2022, òî k > 1 äåëè 2020 è 2022, çíà÷è äåëè 2, ò.å. åäèíñòâåíàòà
âúçìîæíîñò å k = 2 è n = 1011.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà âåðåí îòãîâîð; 2 ò. çà a | b − c çà ïðîèçâîëíè a, b, c; 1 ò. çà
ðàçãëåæäàíå íà ìàêñèìàëåí åëåìåíò; 1 ò. çà ñâåæäàíåòî äî âèäà (n, n, . . . , n, kn) çà k | 2020;
ïî 1 ò. çà n = 2022 è kn = 2022.

Çàäà÷à 9.1. Äàäåíî å óðàâíåíèåòî

x2 +mx+ 2022 = 0.

à) Äà ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà ðåàëíèÿ ïàðàìåòúð m, çà êîèòî óðàâíåíèåòî èìà äâå
ðåøåíèÿ x1, x2, êîèòî ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà.
á) Äà ñå íàìåðè ñóìàòà îò âñè÷êè ñòîéíîñòè íà m, ïðè êîèòî óðàâíåíèåòî èìà äâå öåëî÷èñ-
ëåíè ðåøåíèÿ.

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: à) m = −343,−677,−1013,−2023; á) 0.
à) Ïî ôîðìóëèòå íà Âèåò x1 + x2 = −m, x1x2 = 2022. Ïîëîæèòåëíèòå ìíîæèòåëè íà
2022 ñà 1, 2, 3, 6, 337, 674, 1011, 2022, òàêà ÷å âúçìîæíèòå ñóìè x1 + x2 ñà 1 + 2022 = 2023,
2 + 1011 = 1013, 3 + 674 = 677, 6 + 337 = 343, ñëåäîâàòåëíî m = −2023,−1013,−677,−343.
á) Çà íàìèðàíå íà öåëî÷èñëåíè ðåøåíèÿ å íåîáõîäèìî èëè x1, x2 > 0, èëè x1, x2 < 0, òúé êàòî
x1x2 = 2022. Ñëåäîâàòåëíî, ïîëó÷àâàìå ñúùèòå äâîéêè x1, x2 êàòî ïî-ãîðå, íî ñ îòðèöàòåëåí
çíàê, è ïîëó÷àâàìå m = 2023, 1013, 677, 343. Ñóìàòà íà âñè÷êè âúçìîæíè ñòîéíîñòè íà m å
0.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) à) 1 ò. çà ìíîæèòåëèòå íà 2022; 1 ò. çà ôîðìóëèòå íà Âèåò; 2ò. çà
m = −2023,−1013,−677,−343; á) 2 ò.

Çàäà÷à 9.2. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC, çà êîéòî BC = 13, CA = 14, AB = 15. Äà ñå
äîêàæå, ÷å âúðõúò B, öåíòúðúò íà âïèñàíàòà â òðèúãúëíèêà îêðúæíîñò J è ñðåäèòå íà
ñòðàíèòå AB è BC ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò.

Ðåøåíèå. Íåêà îçíà÷èì BC = a, CA = b, AB = c. Èìàìå, ÷å d = b− a = c− b = 1 è çíà÷è
2b = a+ c.

Ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå BT3 = BT1 = p − b =
a+ c− b

2
=

b

2
, C0T3 = BC0 − BT3 =

c− b
2

=
d

2
, T1A0 = BT1 −BA0 =

b− a
2

=
d

2
èëè C0T3 = T1A0.

Ñåãà îò JT3 = JT1 = r è C0T3 = T1A0 ñëåäâà,÷å ïðàâîúãúëíèòå 4JT3C0 è 4JT1A0 ñà
åäíàêâè ïî ïúðâè ïðèçíàê è <) C0JT3 =<) A0JT1 = ϕ èëè <) C0JA0 =<) T3JT1 =<) T3JA0+ϕ.
Òúé êàòî <) T3JT1+ <) T3BT1 = 180◦, òî <) C0JA0+ <) C0BA0 = 180◦ , êîåòî å äîñòàòú÷íî
äà òâúðäèì, ÷å òî÷êèòå C0, B, A0 è J ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò.
Çàáåëåæêà: Îêðúæíîñòòà, îïðåäåëåíà îò òî÷êàòà B è ñðåäèòå íà ñòðàíèòå AB è BC å ñ
äèàìåòúð OB, êúäåòî òî÷êà O å öåíòúðúò íà îïèñàíàòà, îêîëî òðèúãúëíèêà îêðúæíîñò.
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Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2 ò. çà BT3 = BT1 = b/2; 1 ò. C0T3 = T1A0 2 ò.; 1 ò. çà 4JT3C0
∼=

4JT1A0 è 2 ò. çà äîâúðøâàíå.
Çàäà÷à 9.3. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè äâîéêè åñòåñòâåíè ÷èñëà a, b ≥ 1, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò
óðàâíåíèåòî

a! + 1 = (a+ 1)(2
b).

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: a = 4, b = 1.

Àêî a + 1 e ñúñòàâíî, òî èìà ïðîñò ìíîæèòåë p < a + 1, òàêà ÷å p | a!, ñëåäîâàòåëíî p | 1:
ïðîòèâîðå÷èå! Ñëåäîâàòåëíî, a + 1 = p å ïðîñòî ÷èñëî. Íåïîñðåäñòâåíà ïðîâåðêà ïîêàçâà,
÷å ïðè p = 5, a = 4, b = 1, è ÷å çà p = 2, 3, 7 íÿìà ðåøåíèå, ñëåäîâàòåëíî p ≥ 11.
Àêî ïðåíàïèøåì óðàâíåíèåòî êàòî

(p−1)! = p(2
b)−1 = (p(2

b−1)+1)(p(2
b−1)−1) = · · · = (p(2

b−1)+1)(p(2
b−2)+1) . . . (p2+1)(p+1)(p−1)

è ñúêðàòèì ìíîæèòåëÿ p−1, íàáëþäàâàìå, ÷å 3b
p−2
3
c | (p−2)!, ñëåäîâàòåëíî òàçè ñòåïåí íà 3

äåëè è äÿñíàòà ñòðàíà (òîâà íå å íàé-âèñîêàòà ñòåïåí íà 3, êîÿòî äåëè (p−2)!, íî å äîñòàòú÷íà
çà íàøèòå öåëè). Çà k ≥ 1, p(2

k) ≡ 1 (mod 3), ñëåäîâàòåëíî íèêîé îò ìíîæèòåëèòå îò âèä

p(2
k) + 1 íå ñå äåëè íà 3, îñâåí p + 1. Ñëåäîâàòåëíî, 3b

p−2
3
c | (p + 1) è 3b

p−2
3
c ≤ p + 1. Òîâà

ïðîòèâîðå÷è íà íåðàâåíñòâîòî 3b
n
3
c > n + 3 çà n ≥ 11, êîåòî ëåñíî ìîæå äà ñå äîêàæå ïî

èíäóêöèÿ èëè êàòî ñå íà÷åðòàÿò ãðàôèêèòå íà 3x è x+ 5.
Àëòåðíàòèâíî, íåêà ` ∈ N å òî÷íàòà ñòåïåí íà òðîéêàòà, êîÿòî äåëè p+ 1 (ò.å., 3` | (p+ 1),
íî 3`+1 - (p+1)). Òîãàâà 31, 32, . . . , 3`−1 ñà ñðåä ìíîæèòåëèòå â (p− 2)! è òðÿáâà `(`− 1)/2 =
1 + 2 + · · · + ` − 1 ≤ `. Ñëåäîâàòåëíî ` ≤ 3. Íå ìîæå ` = 3, çàùîòî òîãàâà (p − 2)! èìà
ìíîæèòåëè 3, 6, 9 è çíà÷è 34 | (p− 2)!. Îòòóê ` ≤ 2, 33 - (p− 2)! è 9 > p− 2. Îòíîâî p < 11.
Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. àðãóìåíòà, ÷å a + 1 å ïðîñòî; 1 ò. çà íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî; 2

ò. çà ðàçëàãàíåòî; 2ò. çà àðãóìåíò 3b
p−2
3
c|p+ 1; 1 ò. çà íåðàâåíñòâîòî 3b

p−2
3
c ≥ p+ 1.
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Çàäà÷à 9.4. Äàäåíà å êâàäðàòíà ðåøåòêà ñ ðàçìåð 2022 íà 2022. Èìàìå ïðàâî äà ïîñòàâÿìå
ïî åäíî òîï÷å â ÷åòèðè êëåòêè, êîèòî îáðàçóâàò ôèãóðà 1 (âñè÷êè îðèåíòàöèè â ðàâíèíàòà
ñà ïîçâîëåíè), èëè äà ïðåìàõâàìå ïî åäíî òîï÷å îò ÷åòèðè êëåòêè, êîèòî îáðàçóâàò ôèãóðà
2 (îòíîâî âñè÷êè îðèåíòàöèè â ðàâíèíàòà ñà ïîçâîëåíè).

Ôèã.1 Ôèã.2
Çà êîè k å âúçìîæíî â äàäåí ìîìåíò âúâ âñÿêà êëåòêà äà èìà òî÷íî k òîï÷åòà?

Ðåøåíèå.

Íåêà ðàçïîëîæèì êâàäðàòíàòà ðåøåòêà ñúñ ñòðàíà 2022 â íà÷àëîòî íà ïúðâè êâàäðàíò è äà
îçíà÷èì âñÿêà åäèíè÷íà êëåòêà ñ êîîðäèíàòèòå íà íåéíèÿ äîëåí ëÿâ úãúë. Íåêà â êëåòêèòå,
êîèòî èìàò ÷åòíà êîîðäèíàòà ïî y çàïèøåì ÷èñëîòî 5, à â êëåòêèòå, êîèòî èìàò íå÷åòíà
êîîðäèíàòà ïî y - ÷èñëîòî 1. Ñåãà äà îòáåëåæèì ÷å è ôèãóðà 1 è ôèãóðà 2 ïîêðèâàò êëåòêè
èëè ñúñ ñòîéíîñò 8, èëè ñúñ ñòîéíîñò 16. Ò.å. íåçàâèñèìî, äàëè ïðèáàâÿìå èëè ïðåìàõâàìå
òîï÷åòà, îáùàòà ñòîéíîñò íà êëåòêèòå â êîèòî ãî ïðàâèì(áðîåíà ñ êðàòíîñòèòå íà áðîÿ
òîï÷åòà â òÿõ) ùå ñå äåëè íà 8.
Äà, íî îáùàòà ñòîéíîñò íà êëåòêèòå â êâàäðàòà å

20222

2
· 5 + 20222

2
· 1

Òîâà ÷èñëî íå ñå äåëè íà 8 è ñëåäîâàòåëíî íå áèõìå ìîãëè äà ñëîæèì ïî íå÷åòåí áðîé
òîï÷åòà âúâ âñÿêà êëåòêà.
Ùå ïîêàæåì ÷å ìîæåì äà ñëîæèì ïî ðàâåí áðîé òîï÷åòà çà âñÿêî ÷åòíî ÷èñëî. Äîñòàòú÷íî
å äà ïîêàæåì, ÷å ìîæåì äà ñëîæèì ïî äâå òîï÷åòà. Çà òîâà ïúê å äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì,
÷å ìîæåì äà ñëîæèì ïî äâå òîï÷åòà âúâ âñÿêà êëåòêà íà êâàäðàò 2 íà 2. Äåéñòâèòåëíî,
ôèãóðà 1 ïîêðèâà ïðàâîúãúëíèê 4 íà 2. Òàêà ìîæåì äà ïîñòàâèì ïî äâå òîï÷åòà âúâ âñÿêà
êëåòêà íà êâàäðàòà ñúñ ñòðàíà 2022, îñòàâÿéêè ïðàçåí ñàìî êâàäðàò 2 íà 2 â öåíòúðà.
Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà êîìáèíàöèÿ îò ñëàãàíå è ìàõàíå íà òîï÷åòà. Âèæäàìå ÷å ìîæåì
åôåêòèâíî äà ïðåìåñòèì äâå äèàãîíàëíè òîï÷åòà íà åäíî êâàäðàò÷å âñòðàíè.

Ôèãóðà 1: Íàñòàâÿìå ñëàãàíå è ìàõàíå, òàêà ÷å äà ïîëó÷èì êîíôèãóðàöèÿòà âäÿñíî

Ñåãà ëåñíî ìîæåì îò ïðàâîúãúëíèê 4 íà 2, ñ ïî åäíî òîï÷å âúâ âñÿêà êëåòêà, äà ñòèãíåì
äî êâàäðàò 2 íà 2, ñ ïî äâå òîï÷åòà âúâ âñÿêà êëåòêà. Äà ðàçãëåäàìå òàêúâ ïðàâîúãúëíèê,
êàòî ñ ÷èñëàòà â êëåòêèòå ùå îçíà÷àâàìå áðîÿ íà òîï÷åòàòà â òÿõ. Ïîñëåäîâàòåëíî ìîæåì
äà íàïðàâèì ñëåäíèòå ïðåìåñòâàíèÿ:
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1 1 1 1

1 1 1 1

0 2 1 1

1 0 2 1

0 1 2 1

0 1 2 1

0 0 3 1

0 1 1 2

0 0 2 2

0 0 2 2

Òàêà èìàìå êâàäðàò ñúñ ñòðàíà 2 è ïî 2 òîï÷åòà âúâ âñÿêà êëåòêà. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà
èìàìå êâàäðàò ñúñ ñòðàíà 2022 è ïî 2 òîï÷åòà âúâ âñÿêà êëåòêà, à çíà÷è - è ñ ïî 2k òîï÷åòà
âúâ âñÿêà êëåòêà.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) Çà íàìèðàíå íà ïîäõîäÿù èíâàðèàíò íà ïîêðèòèÿòà (îáèêíîâåíî
÷ðåç ÷èñëà èëè öâåòîâå çà âñÿêà êëåòêà)- 3 òî÷êè. Çà ïðàâèëíî äîâúðøâàíå íà äîêàçàòåë-
ñòâîòî, ÷å íå ìîæåì äà èìàìå êâàäðàò ñ íå÷åòíî êîëè÷åñòâî òîï÷åòà âúâ âñÿêà êëåòêà - 1
òî÷êà. Çà ïîêàçâàíå ÷å ìîæåì äà èìàìå ïî ÷åòíî êîëè÷åñòâî òîï÷åòà âúâ âñÿêà êëåòêà - 3
òî÷êè.

Çàäà÷à 10.1. Äà ñå ðåøè èðàöèîíàëíîòî óðàâíåíèå:

3
√
3x− 1 = x2 + 1.

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: x1,2 =
3±
√
5

2 .

Äàäåíîòî óðàâíåíèå èìà ñìèñúë ïðè x =
1

3
. Íåêà âúâåäåì íîâî íåèçâåñòíî t =

√
3x− 1 = 0.

Òîãàâà èðàöèîíàëíîòî óðàâíåíèå å åêâèâàëåíòíî íà ñëåäíàòà ñèñòåìà:∣∣∣∣∣∣
t = 0
t2 = 3x− 1
3t = x2 + 1

èëè

∣∣∣∣∣∣
t = 0

3x = t2 + 1
3t = x2 + 1

(∗).

(
Çà ðåøåíèÿòà íà òàçè ñèñòåìà ùå áúäå èçïúëíåíî è x =

1

3
.
)

Ñåãà ñëåä ïî÷ëåííî èçâàæäàíå íà äâåòå óðàâíåíèÿ íà ñèñòåìàòà (∗) ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó-
÷àâàìå 3(x− t) = t2 − x2, (x− t)(3 + x+ t) = 0, ò.å. x = t èëè x+ t+ 3 = 0.
Ñëåäîâàòåëíî ñèñòåìàòà (∗) å åêâèâàëåíòíà íà îáåäèíåíèåòî íà äâåòå ñèñòåìè∣∣∣∣∣∣
t = 0
x = t
3t = x2 + 1

(∗∗) è

∣∣∣∣∣∣
t = 0
x+ t+ 3 = 0
3t = x2 + 1

(∗ ∗ ∗).
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Ñëåä çàìåñòâàíå íà t = x âúâ âòîðîòî óðàâíåíèå íà (∗∗) äîñòèãàìå äî x2−3x+1 = 0, ÷èèòî

ðåøåíèÿ ñà x1 =
3 +
√
5

2
= 0 èëè x2 =

3−
√
5

2
= 0. Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å ðåøåíèÿòà íà (**)

ñà

∣∣∣∣∣∣∣
x1 =

3 +
√
5

2

t1 =
3 +
√
5

2

èëè

∣∣∣∣∣∣∣
x2 =

3−
√
5

2

t2 =
3−
√
5

2

.

Çàìåñòâàìå t = −3 − x âúâ âòîðîòî óðàâíåíèå íà (∗ ∗ ∗) è ñâåæäàìå äî x2 + 3x + 10 = 0,
êîåòî íÿìà ðåàëíè êîðåíè, ò.å. ñèñòåìàòà (***) ñúùî íÿìà ðåàëíè êîðåíè.
Ñåãà îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå, ÷å ðåøåíèÿòà íà èðàöèîíàëíîòî óðàâíåíèå 3

√
3x− 1 = x2+1(

ñèñòåìàòà (∗)
)
ñà x1 =

3 +
√
5

2
èëè x2 =

3−
√
5

2
.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 òî÷êà çà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî. 1 òî÷êa çà ïîëàãàíåòî. 1
òî÷êà çà x = t è x+ t+3 = 0 è äîñòèãàíå äî (**) è (***). 2 òî÷êè çà íàìèðàíå íà ðåøåíèÿòà
íà (**) è (***). 1 òî÷êà çà îêîí÷àòåëåí îòãîâîð.
Àëòåðíàòèâíî: (6 òî÷êè) Çà òðàíñôîðìèðàíå íà óðàâíåíèåòî â ïîëèíîì îò ÷åòâúðòà ñòåïåí
è ðàçëàãàíåòî ìó íà äâà êâàäðàòíè ïîëèíîìà - 4 òî÷êè. Çà ðåøàâàíå íà âñåêè îò êâàäðàòíèòå
ïîëèíîìè - ïî 1 òî÷êà.

Çàäà÷à 10.2. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC è ïðîèçâîëíà âúòðåøíà òî÷êà M òàêàâà, ÷å
<) MAC =<) MBC. Òî÷êà N å ñèìåòðè÷íà íà M ñïðÿìî ñðåäàòà íà ñòðàíàòà AB. Äà ñå
äîêàæå, ÷å ñóìàòà MA ·MB +MC ·NC íå çàâèñè îò ïîëîæåíèåòî íà òî÷êàòà M .

Ðåøåíèå. Íåêà P å ñèìåòðè÷íà íà N ñïðÿìî ñðåäàòà íà BC, à ñðåäèòå íà AB è BC äà ñà
ñúîòâåòíî C1 è A1. Òîãàâà A1C1 å ñðåäíà îòñå÷êà êàêòî çà 4ABC, òàêà è çà 4MNP , ò.å.,
AMPC å óñïîðåäíèê, à <) CPM =<) CAM =<) CBM è çíà÷èMBPC å âïèñàí. Àíàëîãè÷íî,
NBPC ñúùî å óñïîðåäíèê. Îò Òåîðåìàòà íà Ïòîëîìåé è ðàâåíñòâàòà ìåæäó ñúîòâåòíèòå
åëåìåíòè â óñïîðåäíèöèòå, ïîëó÷àâàìå

MB · CP +MC ·BP =MP ·BC =⇒ MB ·MA+MC ·NC = AC ·BC,

êîåòî íå çàâèñè îò ïîëîæåíèåòî íà òî÷êàòà M à åäèíñòâåíî îò äúëæèíèòå íà ñòðàíèòå AC
è BC.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà ðàçãëåæäàíå íà òî÷êà P ; ïî 1 ò. çà âñåêè îò óñïîðåäíèöèòå
AMPC, NBPC; 1 ò. çà MBPC � âïèñàí; 1 ò. çà òåîðåìà íà Ïòîëîìåé è 1ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 10.3. Ñúùåñòâóâà ëè åñòåñòâåíî ÷èñëî n, òàêîâà ÷å ÷èñëîòî 3n + 1 äà ïðèòåæàâà
äåëèòåë îò âèäà 24`+ 20?

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: Íå.

Ïúðâè íà÷èí. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî. Òúé êàòî 24`+ 20 = 4(6`+ 5), òî 4 | 3n + 1 è çíà÷è
n = 2k + 1 òðÿáâà äà å íå÷åòíî.
Ëåìà (Òóå): Íåêà n ∈ N, a ∈ Z è (a, n) = 1. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò öåëè x, y ∈ Z, çà êîèòî
1 ≤ x ≤ [

√
n], 1 ≤ |y| ≤ [

√
n] è ax+ y ≡ 0 (mod n).
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Äîêàçàòåëñòâî: Äà ðàçãëåäàìå ÷èñëàòà îò âèäà ax + y, êúäåòî x, y ïðèåìàò íåçàâèñèìî
ñòîéíîñòèòå 0, 1, . . . , [

√
n]. Âñè÷êè ÷èñëà îò òîçè âèä ñà îáùî ([

√
n] + 1)

2
> n è çíà÷è ñú-

ùåñòâóâàò x1, x2, y1, y2 òàêèâà, ÷å ax1 + y1 ≡ ax2 + y2 (mod n). Àêî x1 = x2, òî n | y1 − y2
è çíà÷è y1 = y2 � ïðîòèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî, àêî y1 = y2, òî n | a(x1 − x2) è îò (a, n) = 1
îòíîâî x1 = x2 � ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî x1 6= x2 è y1 6= y2. Àêî x1 > x2, òî x := x1−x2
è y = y1 − y2 èçïúëíÿâàò âñè÷êè îãðàíè÷åíèÿ â ëåìàòà.
Äà ñå âúðíåì íà çàäà÷àòà. ×èñëîòî 6`+5 èìà ïðîñò äåëèòåë p = 6r+5. Òúé êàòî (3k, p) = 1
îò Ëåìàòà íà Òóå ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò öåëè 1 ≤ |x|, |y| ≤ [

√
p] <

√
p çà êîèòî

3kx+ y ≡ 0 (mod p) =⇒ 32kx2 ≡ y2 (mod p) =⇒ −x2 ≡ 3nx2 ≡ 3y2 (mod p).

Îòòóê p | x2 + 3y2. Íî x2 + 3y2 < 4p. Ðàçãëåæäàéêè âñåêè îò îñòàíàëèòå òðè ñëó÷àÿ,
ïîëó÷àâàìå:

� p = x2 + 3y2 ≡ 0, 1 (mod 3). Ïðîòèâîðå÷èå ñ p = 6r + 5 ≡ 2 (mod 3).

� 2p = x2 + 3y2 ≡ 0, 1, 3 (mod 4). Ïðîòèâîðå÷èå ñ 2p = 12r + 10 ≡ 2 (mod 4).

� 3p = x2 + 3y2. Òîãàâà x = 3x0 è îòíîâî p = 3x20 + y2 ≡ 0, 1 (mod 3). Ïðîòèâîðå÷èå.

Âòîðî ðåøåíèå. Ïîíåæå 4 äåëè 24`+20, òî äåëè è 3n+1 è çíà÷è n å íå÷åòíî. Òàêà 24`+20

äåëè (3a)2 + 3, êúäåòî a = 3
n−1
2 . ×èñëîòî 6`+ 5 å íå÷åòíî è çíà÷è èìà ïðîñò äåëèòåë p ≡ 5

(mod 6) � îñòàâà äà îáîñíîâåì, ÷å íå å âúçìîæíî òàêúâ äà äåëè k2 + 3. Åäèí íà÷èí å ÷ðåç
èçâåñòíèÿ ôàêò, ÷å (−3) íå å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë ïðîñòè ÷èñëà îò òîçè âèä (òîâà
ñå ïðîâåðÿâà ëåñíî è ñúñ çàêîíà çà êâàäðàòè÷íàòà ðåöèïðî÷íîñò, çàåäíî ñ ôàêòà, ÷å (−1)
å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê òî÷íî êîãàòî p ≡ 1 (mod 4)). Äðóã ïîäõîä å ñëåäíèÿò � ïîíåæå p
å íå÷åòíî, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å k å íå÷åòíî (èíà÷å ðàáîòèì ñ k20 + 3, êúäåòî k0 = k − p),
ñúîòâåòíî ïðè k = 2z+1 ñëåäâà 4(z2+ z+1) ≡ 0 (mod p), ò.å. z2+ z+1 ≡ 0 (mod p). Îòòóê
íåïðåìåííî z3 ≡ 1 (mod p) è zp+1 ≡ 1 (mod p). Ñåãà ìàëêàòà òåîðåìà íà Ôåðìà äîâåæäà
äî z2 ≡ 1 (mod p), îòêúäåòî z ≡ ±1 (mod p), ñúîòâåòíî 0 ≡ z2 + z + 1 ≡ 1, 3 (mod p),
ïðîòèâîðå÷èå.
Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà íå÷åòíî n; 2 ò. çà p|x2 + 3y2; 2 ò. çà x2 + 3y2 < 4p è 2 ò. çà
äîâúðøâàíå. Çà âòîðîòî ðåøåíèå: 1 ò. çà íå÷åòíî n, 2 ò. çà p|k2 + 3, 2 ò. çà èçïîëçâàíåòî
íà ôàêòà, ÷å −3 íå å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë p ≡ 5 (mod 6) è 2 ò. çà äîêàçàòåëñòâî
(ïîçâîëåíî å äà ñå èçïîëçâà çàêîíà çà êâàäðàòè÷íà ðåöèïðî÷íîñò áåç äîêàçàòåëñòâî).

Çàäà÷à 10.4. Çîîëîãè÷åñêèòå ãðàäèíè â Åâðîïà, âúâ âñÿêà îò êîèòî æèâåÿò ïî òî÷íî 100
âèäà æèâîòíè, ñà ðàçäåëåíè íà äâå ãðóïè Â è B̂ ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å âñÿêà äâîéêà çîîëîãè-
÷åñêè ãðàäèíè (A,B), (A ∈ Â, B ∈ B̂) ñå ãðèæàò çà æèâîòíî îò åäèí è ñúùè âèä.
Äà ñå äîêàæå, ÷å êëåòêèòå íà æèâîòíèòå (âñè÷êè æèâîòíè îò äàäåí âèä æèâåÿò â åäíà
êëåòêà) ìîãàò äà áúäàò îöâåòåíè â 3 öâÿòà, òàêà ÷å âúâ âñÿêà çîîëîãè÷åñêà ãðàäèíà èìà
ïîíå äâå ðàçíîöâåòíè êëåòêè.

Ðåøåíèå. Ùå äîêàæåì ïî-îáùàòà çàäà÷à: Íåêà Â è B̂ ñà äâå ôàìèëèè îò k−åëåìåíòíè
ìíîæåñòâà, òàêèâà, ÷å âñÿêî a ∈ Â ïðåñè÷à âñÿêî b ∈ B̂, k ≥ 3. Òîãàâà åëåìåíòèòå íà
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Â ∪ B̂ ìîãàò äà ñå îöâåòÿò â òðè öâÿòà áåç äà èìà åäíîöâåòíî ìíîæåñòâî. Äîêàçàòåëñòâî:
Äà ðàçãëåäàìå òàêàâà äâîéêà îò ìíîæåñòâà a ∈ Â, b ∈ B̂, çà êîÿòî |a ∪ b| å ìèíèìàëíî.
Äà èçáåðåì ïðîèçâîëíè åëåìåíòè va ∈ a \ b è vb ∈ b \ a, êîèòî äà îöâåòèì â öâÿò 1. Íåêà
îöâåòèì a ∪ b \ {va, vb} â öâÿò 2 è îñòàíàëèòå åëåìåíòè â öâÿò 3. Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å
òîâà îöâåòÿâàíå èçïúëíÿâà óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà.
Çàáåëåæêà. Çàäà÷àòà å âÿðíà è çà íåðàâíîìîùíè ìíîæåñòâà, ñòèãà âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà
äà å ñ ïîíå 3 åëåìåíòà.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2 ò. çà èçáîð íà ìèíèìàëíà äâîéêà, 2 ò. çà êîíñòðóêöèÿ è 3 ò. çà
äîêàçàòåëñòâî, ÷å êîíñòðóêöèÿòà ðàáîòè.

Çàäà÷à 11.1. Äàäåíî å óðàâíåíèåòî x2 − 2px + q2 + q − 2 = 0, êúäåòî p è q ñà ðåàëíè
ïàðàìåòðè. Äà ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòúðà q, ïðè êîèòî óðàâíåíèåòî èìà ïîíå
åäèí êîðåí â èíòåðâàëà (−1; 0) çà âñÿêà íåîòðèöàòåëíà ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà p.
Ðåøåíèå. Íåêà çà íÿêîè ñòîéíîñòè íà p è q óðàâíåíèåòî èìà äâà ðåàëíè êîðåíà x1 è x2 â
(−1; 0). Òîãàâà 2p = x1 + x2 < 0, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî òðÿáâà äà íàìåðèì
òåçè ñòîéíîñòè íà q, çà êîèòî óðàâíåíèåòî èìà òî÷íî åäèí ðåàëåí êîðåí â (−1; 0) çà âñÿêî
p ≥ 0. Òîâà å èçïúëíåíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî f(0) < 0 è f(−1) > 0 çà âñÿêî p ≥ 0.
Îòòóê q2 + q − 2 < 0 è q2 + q − 1 + 2p > 0 çà âñÿêî p ≥ 0.
Ïúðâîòî íåðàâåíñòâî å èçïúëíåíî ïðè q ∈ (−2, 1), à âòîðîòî íåðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çà
âñÿêî p ≥ 0 ñàìî ïðè q2 + q − 1 > 0, ò.å.

q ∈

(
−∞;

−1−
√
5

2

)
∪

(
−1 +

√
5

2
;∞

)
.

Ñëåäîâàòåëíî

q ∈

(
−2; −1−

√
5

2

)
∪

(
−1 +

√
5

2
; 1

)
.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà îòõâúðëÿíå íà ñëó÷àÿ è äâàòà êîðåíà äà ñà â èíòåðâàëà
(−1; 0); 1 ò. çà ñâåæäàíå äî f(0) < 0 è f(−1) > 0; 1 ò. çà ðåøàâàíå íà f(0) < 0; 2 ò. çà
ðåøàâàíå íà f(−1) > 0 è 1 ò. çà êðàéíèÿ ðåçóëòàò.

Çàäà÷à 11.2. Âúðõó ñèìåòðàëàòà íà îòñå÷êà AB ñà èçáðàíè òî÷êè P è Q, êàòî AP > AQ
è òî÷êèòå A, Q, B è P ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò. Íåêà M å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò îòñå÷êàòà
AB. Ïðàâàòà ïðåç M , óñïîðåäíà íà BQ ïðåñè÷à ïðàâàòà AP â òî÷êà R. Ïðàâàòà ïðåç M ,
óñïîðåäíà íà AQ ïðåñè÷à ïðàâàòà BP â òî÷êà S. Äà ñå äîêàæå, ÷å ïðàâàòà MQ ìèíàâà
ïðåç ñðåäàòà íà îòñå÷êàòà RS.

Ðåøåíèå. Òúé êàòî P è Q ñà îò ñèìåòðàëàòà íà îòñå÷êàòà AB è A, Q, B è P ëåæàò íà åäíà
îêðúæíîñò, òî PA = PB,QA = QB è <) PAQ =<) PBQ = 90◦. Íåêà <) MAQ =<) MBQ = α.
Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å SRMQ = SSMQ çàùîòî òîãàâà âèñî÷èíèòå îò R è S êúì MQ
ùå áúäàò ðàâíè, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å MQ ðàçïîëîâÿâà RS. Ðàâåíñòâîòî SRMQ = SSMQ å
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åêâèâàëåíòíî íà

RM sin <) RMQ = SM sin <) SMQ ⇐⇒ RM

SM
=

sin <) SMQ

sin <) RMQ
.

Òúé êàòî <) RAM =<) SBM = 90◦ + α è <) RMA =<) SMB = α, òî 4RMA ∼ 4SMB.

Ñëåäîâàòåëíî
RM

SM
=
AM

BM
è òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å

AM

BM
=

sin <) SMQ

sin <) RMQ
⇐⇒ AM

sin <) SMQ
=

BM

sin <) RMQ
.

Îò MS ‖ AQ è MR ‖ BQ ñëåäâà, ÷å <) SMQ =<) AQM è <) RMQ =<) BQM .
Îò ñèíóñîâàòà òåîðåìà çà 4AQM è 4BQM èìàìå:

AM

sin <) SMQ
=

AM

sin <) AQM
=

AQ

sin <) AMQ
=

BQ

sin <) BMQ
=

BM

sin <) BQM
=

BM

sin <) RMQ
,

ñ êîåòî äîêàçàòåëñòâîòî å çàâúðøåíî.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà <) PAQ =<) PBQ = 90◦; 1 ò. çà ñâåæäàíå íà çàäà÷àòà äî

SRMQ = SSMQ; 1 ò. çà
RM

SM
=

sin <) SMQ

sin <) RMQ
; 1 ò. çà ïîäîáèåòî 4RMA ∼ 4SMB; 1 ò. çà

ïðèëàãàíå íà ñèíóñîâàòà òåîðåìà çà 4AQM è 4BQM ; 1 ò. çà äîâúðøâàíå íà ðåøåíèåòî.

Çàäà÷à 11.3. Åñòåñòâåíîòî ÷èñëî n ñå íàðè÷à ½èíòåðåñíî“ àêî çà íåãî ñà èçïúëíåíè ñëåä-
íèòå ñâîéñòâà:

� n = p2αq2βr2γ , êúäåòî p, q è r ñà ïðîñòè ÷èñëà, p < q, à α, β è γ ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà;

� |r − pq| = 1;

� ÷èñëàòà p2α − 1, q2β − 1 è r2γ − 1 ñà äåëèòåëè íà n.

Äà ñå íàìåðè íàé-ãîëÿìîòî èíòåðåñíî ÷èñëî.

Ðåøåíèå. Òúé êàòî r = pq±1, òî r å íàé-ãîëåìèÿò ïðîñò äåëèòåë íà n. Òîãàâà r å íå÷åòíî è
r2γ − 1 å ÷åòåí äåëèòåë íà n, îòêúäåòî p = 2. Ïîíåæå 2α íå ñå äåëè íà 3, òî åäíî îò ÷èñëàòà
2α − 1 è 2α + 1 ñå äåëè íà 3. Òúé êàòî 22α − 1 = (2α − 1)(2α + 1) äåëè n, òî n ñå äåëè íà 3 è
ñëåäîâàòåëíî q = 3.
Îò r = pq ± 1 ïîëó÷àâàìå r = 5 èëè r = 7.
Òúé êàòî 2α−1 è 2α+1 ñà âçàèìíîïðîñòè è 22α−1 = (2α−1)(2α+1) = 3x.ry, òî 2α−1 = 3y

èëè 2α + 1 = 3y. Ðåøåíèÿòà íà ïúðâîòî óðàâíåíèå ñà α = 1, y = 0 è α = 2, y = 1, à íà
âòîðîòî α = 1, y = 1 è α = 3, y = 2. Ñëåäîâàòåëíî α = 1, 2, 3.
Àíàëîãè÷íî, òúé êàòî íàé-ãîëåìèÿò îáù äåëèòåë íà 3β − 1 è 3β + 1 å 2, òî 3β − 1 = 2x èëè
3β + 1 = 2x. Êàêòî ïî-ãîðå òåçè óðàâíåíèÿ èìàò ðåøåíèå ïðè β = 1, 2.
Ñëåäîâàòåëíî α = 1, 2, 3 è β = 1, 2 è r = 5, 7, êîåòî äàâà ñëåäíèòå âúçìîæíîñòè çà n:

22.32.r2γ , 24.32.r2γ , 26.32.r2γ , 22.34.r2γ , 24.34.r2γ , 26.34.r2γ .
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Äà îòáåëåæèì, ÷å êîãàòî 2α = 4 èìàìå 24 − 1 = 15 äåëè n è ñëåäîâàòåëíî r = 5, à êîãàòî
2α = 6 èìàìå 26 − 1 = 63 äåëè n è ñëåäîâàòåëíî r = 7.
Òúé êàòî r2γ − 1 å äåëèòåë íà 22α.32β , òî r2γ − 1 ≤ 22α.32β . Âúâ âñåêè îò ãîðíèòå 6 ñëó÷àÿ ñ
äèðåêòíà ïðîâåðêà çà r = 5 è r = 7 è ñòîéíîñòè íà γ, çà êîèòî r2γ−1 ≤ 22α.32β , ïîëó÷àâàìå
ñëåäíèòå ðåøåíèÿ:

22.32.52, 24.32.52, 24.34.52, 26.32.72.

Èçìåæäó òÿõ íàé-ãîëÿìî å 24.34.52 = 1802 = 32400.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà p = 1; 1 ò. çà q = 3; 1 ò. çà 2α−1 = 3y èëè 2α+1 = 3y ñ èçâîäà
α = 1, 2, 3; 1 ò. çà 3β−1 = 2x èëè 3β+1 = 2x ñ èçâîäà β = 1, 2; 1 ò. çà r2γ−1 ≤ 22α.32β ; 2 ò. çà
íàìèðàíå íà âñè÷êè ðåøåíèÿ è îïðåäåëÿíå íà íàé-ãîëÿìîòî èçìåæäó òÿõ; ïðè ïðîïóñêàíå
íà åäíî èëè äâå ðåøåíèÿ ñå îòíåìà 1 òî÷êà.

Çàäà÷à 11.4. Íà äúñêàòà å çàïèñàíî ÷èñëîòî 2022. Èâàí è Ïåòúð èãðàÿò ñëåäíàòà èãðà,
êàòî Èâàí å ïúðâè. Íà âñåêè ñâîè õîä Èâàí õâúðëÿ çàð, ñúáèðà ïîëó÷åíîòî íà çàðà ÷èñëî
a ñúñ çàïèñàíîòî íà äúñêàòà ÷èñëî b è çàìåñòâà b ñ îñòàòúêà íà (a + b)2 ïðè äåëåíèå íà 5.
Íà âñåêè ñâîè õîä Ïåòúð õâúðëÿ çàð, ñúáèðà ïîëó÷åíîòî íà çàðà ÷èñëî a ñúñ çàïèñàíîòî
íà äúñêàòà ÷èñëî b è çàìåñòâà b ñ îñòàòúêà íà a + b ïðè äåëåíèå íà 3. Êîéòî îò äâàìàòà
çàïèøå íà äúñêàòà 0, ïå÷åëè è èãðàòà çàâúðøâà. Äà ñå íàìåðè âåðîÿòíîñòòà Èâàí äà ñïå÷åëè
èãðàòà.

Ðåøåíèå. Òúé êàòî êâàäðàòè÷íèòå îñòàòúöè ïî ìîäóë 5 ñà 0, 1 è 4, Èâàí èëè ïå÷åëè èëè
çàïèñâà åäíî îò ÷èñëàòà 1 èëè 4. Ñëåäîâàòåëíî Èâàí èëè ïå÷åëè, èëè çàïèñâà 1 (mod 3).
Ïåòúð èëè ïå÷åëè, èëè çàïèñâà 1 èëè 2, êîåòî å 1 èëè 2 (mod 5).
Äà îçíà÷èì ñ pi, i = 1, 2 âåðîÿòíîñòòà Èâàí äà ñïå÷åëè, êîãàòî íà äúñêàòà å çàïèñàíî ÷èñëî
i, à ñ q âåðîÿòíîñòòà Ïåòúð äà ñïå÷åëè, êîãàòî íà äúñêàòà å çàïèñàíî ÷èñëî 1 (mod 3). Òúé
êàòî 2022 ≡ 2 (mod 5), òî òúðñèì p2.

Îò óñëîâèåòî ñëåäâà, ÷å a ìîæå äà áúäå âñÿêî ÷èñëî 1, 2, 3, 4, 5, 6 ñ âåðîÿòíîñò
1

6
.

Ïðè b = 1 Èâàí ïå÷åëè ïðè a = 4. Ïðè a = 1, 2, 3, 5, 6 Èâàí çàïèñâà íà äúñêàòà 1 (mod 3) è
òîãàâà òîé ïå÷åëè ñ âåðîÿòíîñò 1− q (çàùîòî Ïåòúð ïå÷åëè ñ âåðîÿòíîñò q).
Ïðè b = 2 Èâàí ïå÷åëè ïðè a = 3. Ïðè a = 1, 2, 4, 5, 6 Èâàí çàïèñâà íà äúñêàòà 1 (mod 3) è
òîãàâà òîé ïå÷åëè ñ âåðîÿòíîñò 1− q (çàùîòî Ïåòúð ïå÷åëè ñ âåðîÿòíîñò q). Ñëåäîâàòåëíî:

(1) p1 = p2 =
1

6
+

5

6
(1− q)

Ïðè b = 1 Ïåòúð ïå÷åëè ïðè a = 2 è 5. Ïðè a = 3, 6 Ïåòúð çàïèñâà íà äúñêàòà 1 è òîãàâà
òîé ïå÷åëè ñ âåðîÿòíîñò 1− p1 (çàùîòî Ïåòúð ïå÷åëè ñ âåðîÿòíîñò p1).
Ïðè a = 1, 4 Ïåòúð çàïèñâà íà äúñêàòà 2 è òîãàâà òîé ïå÷åëè ñ âåðîÿòíîñò 1 − p2 (çàùîòî
Ïåòúð ïå÷åëè ñ âåðîÿòíîñò p2). Ñëåäîâàòåëíî:

(2) q =
1

3
+

1

3
(1− p1) +

1

3
(1− p2)

Îò (1) è (2) ïîëó÷àâàìå q =
3

4
, p1 = p2 =

3

8
.
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Ñëåäîâàòåëíî âåðîÿòíîñòòà Èâàí äà ñïå÷åëè å p2 =
3

8
.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà íàáëþäåíèåòî, ÷å Èâàí çàïèñâà 1 (mod 3); 1 ò. çà âúâåæäàíå
íà pi, i = 1, 2 è q; 2 ò. çà (1); 2 ò. çà (2); 1 ò. çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà è ïîëó÷àâàíå íà
îòãîâîðà.

Çàäà÷à 12.1. Íåêà x+y+z = 1, x2+y2+z2 = 2 è x3+y3+z3 = 3. Äà ñå íàìåðè ñòîéíîñòòà
íà èçðàçà A = x5 + y5 + z5.

Ðåøåíèå. Íåêà x, y, z ñà êîðåíè íà ïîëèíîìà îò òðåòà ñòåïåí P (t) = t3 + at2 + bt + c =
(t−x)(t−y)(t−z). Òîãàâà ïî ôîðìóëèòå íà Âèåò èìàìå a = −(x+y+z) = −1, b = xy+yz+zx,
c = −xyz.
Îò ðàâåíñòâîòî (x + y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2(xy + yz + zx) ïîëó÷àâàìå 12 = 2 + 2b, ò.å.

b = −1

2
.

Íåêà îçíà÷èì ñ Sk = xk + yk + zk ñòåïåííèòå ñáîðîâå. Èìàìå S0 = 3, S1 = 1, S2 = 2, S3 = 3.
Ñåãà îò ôîðìóëàòà íà Íþòîí Sk+3 + aSk+2 + bSk+1 + cSk = 0 (ôîðìóëàòà ñå ïîëó÷àâà ñëåä
óìíîæàâàíå íà âñÿêî îò ðàâåíñòâàòà x3+ax2+bx+c = 0, y3+ay2+by+c = 0, z3+az2+bz+c = 0

ñúîòâåòíî ñ xk, yk, zk è ïî÷ëåííîòî èì ñúáèðàíå) ïðè k = 0 èìàìå 3+(−1)·2+
(
−1

2

)
·1+c·3 =

0, ò.å. c = −1

6
. Òàêà ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå S4 = S3+

1

2
S2+

1

6
S1 = 3+

1

2
· 2+ 1

6
· 1 =

25

6
,

S5 = S4 +
1

2
S3 +

1

6
S2 =

25

6
+

1

2
· 3 + 1

6
· 2 =

25 + 9 + 2

6
= 6.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2 ò. çà ñâåæäàíå äî ïîëèíîì îò òðåòà ñòåïåí ñ íóëè x, y, z; 2 ò. çà
íàìèðàíå íà êîåôèöèåíòèòå íà ïîëèíîìà; 2 ò. çà íàìèðàíå íà A.

Çàäà÷à 12.2. Âúâ âúòðåøíîñòòà íà ðàâíîáåäðåí ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC ñ õèïî-
òåíóçà AB å èçáðàíà òî÷êà M , òàêà ÷å MA = 5, MB = 7 è MC = 4

√
2. Äà ñå íàìåðè

ãîëåìèíàòà íà úãúë ^AMC.

Ðåøåíèå. Íåêà äà ðàçãëåäàìå ðîòàöèÿ ñ öåíòúð òî÷êà C íà úãúë +90◦. Òîãàâà îáðàçèòå íà
òî÷êèòå A, B è M ïðè òàçè ðîòàöèÿ ùå áúäàò ñúîòâåòíî A1 ≡ B, B1 è M1. Ïîíåæå òðèú-
ãúëíèêúò MM1C å ïðàâîúãúëåí è ðàâíîáåäðåí, òî MM1 =

√
2 CM = 8 è ^AMC = 45◦.

Òàêà â òðèúãúëíèêà MM1B èìàìå MB = 7, BM1 = AM = 5 è MM1 = 8, ò.å. îò êîñèíóñî-
âàòà òåîðåìà ïîëó÷àâàìå ^MM1B = 60◦. Ñåãà çà òúðñåíèÿ úãúë îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå
^AMC = ^BM1C = ^MM1C + ^MM1B = 45◦ + 60◦ = 105◦.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 4 ò. çà ïîñòðîÿâàíå íà êîíñòðóêöèÿ, â êîÿòî äàäåíèÿò úãúë å ñóìà
íà äâà èçâåñòíè úãúëà; 2 ò. çà íàìèðàíå íà úãúëà.

Çàäà÷à 12.3. Ðåäèöàòà an å çàäàäåíà ÷ðåç a1 ≥ 2 è ðåêóðåíòíàòà âðúçêà

an+1 = an

√
a3n + 2

2(a3n + 1)

çà n ≥ 1. Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî an >
√

3
n .
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Ðåøåíèå. Äà çàáåëåæèì, ÷å ðàâåíñòâîòî å åêâèâàëåíòíî íà

1

a2n+1

− 1

a2n
=

an
a3n + 2

. (∗)

Îò ÑÀ-ÑÃ ñëåäâà, ÷å an
a3n+2

≤ 1
3 . Òàêà ïîëó÷àâàìå

1
a2n+1

− 1
a2n
≤ 1

3 çà âñÿêî n ∈ N, êîåòî ñëåä

ñóìèðàíå äàâà 1
a2n
≤ n−1

3 + 1
a21
< n

3 , îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå æåëàíèÿ ðåçóëòàò.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 3 ò. çà (∗), 1 ò. çà an
a3n+2

≤ 1
3 , 1 ò. çà

1
a2n+1
− 1
a2n
≤ 1

3 è 2 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 12.4. Çîîëîãè÷åñêèòå ãðàäèíè â Åâðîïà, âúâ âñÿêà îò êîèòî æèâåÿò ïîíå äâà âèäà
æèâîòíè, ñå ðàçäåëÿò íà äâå ãðóïè Â è B̂ ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å âñÿêà äâîéêà çîîëîãè÷åñêè
ãðàäèíè (A,B) (A ∈ Â, B ∈ B̂) ñå ãðèæàò çà æèâîòíî îò åäèí è ñúùè âèä.
Â êîëêî íàé-ìàëêî öâÿòà k ìîãàò äà áúäàò îöâåòåíè êëåòêèòå íà æèâîòíèòå (âñè÷êè æèâîò-
íè îò äàäåí âèä æèâåÿò â åäíà êëåòêà), òàêà ÷å âúâ âñÿêà çîîëîãè÷åñêà ãðàäèíà èìà ïîíå
äâå ðàçíîöâåòíè êëåòêè? Äà ñå íàìåðè íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà k è âñè÷êè âúçìîæíîñòè
(çîîëîãè÷åñêè ãðàäèíè è æèâîòíè), çà êîèòî òàçè íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò íà k ñå äîñòèãà.

Ðåøåíèå. Ùå ðàçãëåäàìå ïî-îáùàòà çàäà÷à: Íåêà Â è B̂ ñà äâå ôàìèëèè îò ìíîæåñòâà,
òàêèâà ÷å âñÿêî a ∈ Â ïðåñè÷à âñÿêî b ∈ B̂.
Àêî ñúùåñòâóâàò b1, b2 ∈ B̂, òàêèâà, ÷å, b1 ⊂ b2, òî å äîñòàòú÷íî äà ðàçãëåäàìå B̂ \ b2 è
àíàëîãè÷íî çà Â. Àêî îáà÷å ñúùåñòâóâàò b ∈ B̂ è a ∈ Â, òàêèâà, ÷å a ⊂ b, òî õðîìàòè÷íîòî
÷èñëî ìîæå äà áúäå ïðîèçâîëíî ãîëÿìî. Íàèñòèíà, íåêà B̂ ñúäúðæà ñàìî åäíî ìíîæåñòâî
ñ n åëåìåíòà, à Â ñúäúðæà âñè÷êè äâóåëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà B̂. Òîãàâà, î÷åâèäíî
õðîìàòè÷íîòî ÷èñëî ùå å n.
Àêî íèêîå ìíîæåñòâî íå ñúäúðæà èçöÿëî äðóãî ìíîæåñòâî, òî ìàêñèìàëíîòî k, çà êîåòî
ìîæåì äà îöâåòèì âñåêè îò åëåìåíòèòå â åäèí îò k öâÿòà òàêà, ÷å äà íÿìà åäíîöâåòíî
ìíîæåñòâî, å 4, è òî ñå äîñòèãà åäèíñòâåíî â ñëåäíèÿ ñëó÷àé (ñ òî÷íîñò äî ðàçìÿíà íà Â è

14



B̂): B̂ = {b1, b2}, òàêîâà, ÷å b1 ∩ b2 = ∅, Â å ïúëíèÿò äâóäåëåí ãðàô ìåæäó åëåìåíòèòå íà b1
è b2 (ñúäúðæà âñè÷êè {u, v}, êúäåòî u ∈ b1, v ∈ b2). Íàèñòèíà, çà âñÿêî b1, b2 íè òðÿáâàò ïî
äâà öâÿòà, à îò ïúëíîòàòà íà äâóäåëíèÿ ãðàô è ëèïñàòà íà åäíîöâåòíî ðåáðî, òåçè öâåòîâå
òðÿáâà äà ñà ðàçëè÷íè, ò.å. k ≥ 4. Îò äðóãà ñòðàíà, ïî êàêúâòî è íà÷èí äà îöâåòèì â ïî äâà
ðàçëè÷íè öâÿòà b1, b2, î÷åâèäíî íÿìà åäíîöâåòíî ìíîæåñòâî íèòî â Â, íèòî â B̂.
Ñúãëàñíî çàáåëåæêàòà ïîä çàäà÷à 10.4, àêî íÿìà ìíîæåñòâî ñ òî÷íî äâà åëåìåíòà, òî k ≤ 3.
Äà îçíà÷èì ñ H îáåäèíåíèåòî îò âñè÷êè åëåìåíòè, êîèòî ñå ñðåùàò â ìíîæåñòâî îò Â èëè
B̂ è íåêà E(H) å ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè ìíîæåñòâà, âñÿêî îò êîèòî ïðèíàäëåæè íà Â èëè
B̂.

Ëåìà Íåêà a = {u, v} ∈ Â, u ∈ b ∈ B̂. Òîãàâà, çà âñÿêî w ∈ b èëè {v, w} ∈ Â, èëè k ≤ 3.
Äîêàçàòåëñòâî: Äà äîïóñíåì, ÷å k > 3. Òîãàâà çà âñÿêî w ∈ b èìà ìíîæåñòâî {w, v} ∈ E(H),
èíà÷å îöâåòÿâàìå v, w â öâÿò 1, åëåìåíòèòå íà b \w â öâÿò 2 è âñè÷êè äðóãè â öâÿò 3, êîåòî
âîäè äî k ≤ 3 è äîêàçâà ëåìàòà.

Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ñ÷èòàìå {u, v} ∈ Â. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà èìà
ìíîæåñòâî b ∈ B̂, êîåòî ñúäúðæà u. Îò ëåìàòà ñëåäâà, ÷å {v, w} ïðèíàäëåæè íà E(H) çà
âñÿêî w ∈ b. Ñåãà ðàçãëåæäàìå äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ñúùåñòâóâà w ∈ b òàêîâà ÷å B̂ ñúäúðæà {v, w}. Òîãàâà îò ëåìàòà (çà a = {u, v}
è b = {v, w}) èìàìå {u,w} ∈ E(H), çíà÷è b = {u,w}. Ñúîòâåòíî H ñúäúðæà ìíîæåñòâîòî
{u, v, w}, êîåòî îò ñâîÿ ñòðàíà ñúäúðæà ïîíå åäíî ìíîæåñòâî îò Â è ïîíå åäíî ìíîæåñòâî
îò B̂ (?).
Àêî H ñúâïàäà ñ {u, v, w}, òî î÷åâèäíî χ(H) = 3. Èíà÷å, H ñúäúðæà ìíîæåñòâî e êîåòî
íå ïðåñè÷à ïîíå åäíî îò {u, v}, {u,w}, {v, w}. Òàêà ìîæåì äà ñìåíèì îçíà÷åíèÿòà êàêòî
ñëåäâà: {u, v, w} = {q, r, s}, êàòî e, {q, r} ∈ B̂ è e ∩ {q, r} = ∅. Îòáåëÿçâàìå, ÷å ïîíå åäíî îò
ìíîæåñòâàòà {q, s}, {r, s} ïðèíàäëåæè íà Â (áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà òîâà å {q, s}). Îò
ëåìàòà (çà a = {q, s} è b = e) E(H) ñúäúðæà {q, t} çà âñÿêî t ∈ e. Àêî {r, s} ∈ B̂, òî çà âñÿêî
t ∈ e \ s èìàìå {q, t} ∈ B̂. Òàêà îò ëåìàòà (çà a = {q, s} è b = {q, t}) èìàìå ìíîæåñòâîòî
{s, t} ∈ E(H), îòêúäåòî e = {s, t} è H ñúîòâåòñòâà íà ïúëåí ãðàô ñ 4 âúðõà, îòòóê è k = 4.
Àêî {r, s} ∈ Â, òî îòíîâî îò ëåìàòà (çà a = {r, s} è b = e) èìà ìíîæåñòâî {r, t} çà âñÿêî
t ∈ e. Îáîáùàâàéêè, èìàìå ìíîæåñòâàòà {q, r}, e ∈ B̂, {q, s} ∈ Â è {x, t} ∈ E(H) çà âñÿêî
x ∈ {q, r} è t ∈ e. Ìîæåì äà ñ÷èòàìå |e| > 2, çíà÷è èìà ðàçëè÷íè s, t1, t2 ∈ e. Îòáåëÿçâàìå,
÷å {r, t1} ∈ Â ïîíåæå {q, s} ∈ Â, òàêà {q, t2} ∈ Â. Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî x ∈ {q, r} è
t ∈ e, Â ñúäúðæà ìíîæåñòâîòî {x, t}. ßâíî âñÿêî ìíîæåñòâî îò ñúâêóïíîñòòà èëè ïðåñè÷à
åäíîâðåìåííî {q, r} è e (òîãàâà ñúâïàäà ñ {x, t}, êúäåòî x ∈ {q, r} è t ∈ e) èëè ñúäúðæà
åäíî îò òÿõ (òîãàâà ñúâïàäà ñ {q, r} èëè e). Ñúùî, íÿìà öâÿò, êîéòî ñå ñðåùà åäíîâðåìåííî
â {q, r} è e, çíà÷è îòíîâî èìàìå k = 4.

Ñëó÷àé 2. Âñè÷êè ìíîæåñòâà {v, w}, êúäåòî w ∈ b, ñå ñúäúðæàò â Â. Àêî |B̂| = 1, òî k > 3,
çíà÷è èìà ìíîæåñòâî b′ ∈ B̂, êîåòî íå ñúäúðæà u. Äà äîïóñíåì, ÷å b∩b′ = ∅. Òîãàâà çà âñÿêî
w ∈ b è t′ ∈ b′ îò ëåìàòà (çà a = {v, w} è b′) íåïðåìåííî èìàìå {w, t′} â E(H). ßâíî âñè÷êè
òåçè ñà â Â, èíà÷å ñìå ãîòîâè îò ïúðâèÿ ñëó÷àé (àêî íÿêîå {w, t′} ∈ B̂, òî {w, v} ∈ Â, {w, t′},
b′ ∈ B̂). Çíà÷è, H èìà ñòðóêòóðàòà, îïèñàíà â íà÷àëîòî.

15



Îò äðóãà ñòðàíà, àêî b ∩ b′ 6= ∅, òî îò ëåìàòà çà a = {u, v} è b èìàìå ìíîæåñòâî {v, t} çà
íÿêîå t ∈ b ∩ b′. Òîãàâà b′ = {v, t}. Àíàëîãè÷íî, b = {u, t}. Òàêà óñëîâèåòî (?) å èçïúëíåíî è
ñìå ãîòîâè.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 3 ò. çà ñëó÷àÿ a ⊂ b, 4 ò. çà ñëó÷àÿ, êîãàòî íèêîå ìíîæåñòâî íå å
ïîäìíîæåñòâî íà äðóãî.

Çàäà÷èòå ñà ïðåäëîæåíè îò: 8.1, 8.3 � Èâàéëî Êîðòåçîâ; 8.2, 8.4 � Ìèðîñëàâ Ìàðèíîâ;
9.1, 9.3 � Ìèëåí Èâàíîâ; 9.2, 12.1, 12.2 � Âåñåëèí Ãóøåâ; 9.4, 10.1 � Êîíñòàíòèí Äåë÷åâ;
10.2, 10.3 � Àëåêñàíäúð Èâàíîâ; 10.4, 12.4 � Äàíèëà ×åðêàøèí; 11.1 � Àäåëèíà ×îïàíîâà;
11.2, 11.3, 11.4 � Åìèë Êîëåâ; 12.3 � Êðèñòèÿí Âàñèëåâ.
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